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Abstract: In many cases, the information provided by an application of senstivity analysis may be more
important and much more informative than the single result obtained in the optimal solution. In a sense,
senstivity analysis makes the static linear-programming solution a dynamic tool that evulates changing
conditions. Thus, it becomes more useful as a managerial tool since business and industry are subject to
continuous change and subsequent reevaluation.
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Ozet: Bir ¢ok durumlarda duyarlilik analizinin uygulanmast optimal sonucun vermis oldugundan daha
fazla bilgi vericidir. Bir anlamda duyarlilik analizi statik dogrusal programlama probleminin ¢oziimiinii
degisen sartlart da verebilen dinamik bir arac haline getirmistiv. Is ve endiistri hayati devamli
degisikliklere konu oldugundan bu analiz kullanmsh bir yonetim aract haline gelmistir.

Anahtar kelimeler: Lineer programlama, Duyarlilik analizi, Teknolojik katsayilarin duyarliltk analizi

Giris

Optimalite sonrast genellikle amag fonksiyonu katsayilar1 ve sag taraf katsayilarinin duyarlilik analizi ile yetinilir.
Burada uygulamada c¢ok az kullanilan bir yoneylem arastirmasi teknigi olarak teknolojik katsayilarin duyarlilik
analizi ele alinmistir. Teknolojik katsayilarin duyarlilik analizinden 6nce amag fonksiyonu ve sag taraf katsayilarinin
da duyarlilik analizine deginilmistir. Duyarlilik analizi ile ilgili ayrintilar Courtillot, Webb ve Gass da [1,2,3,4] ve
burada kullanilan notasyon ile L.P probleminin ¢6ziimii [5] bulunabilir.

2. Duyarhlik Analizi

2.1. Amag fonksiyonu katsayilar1 C j ’lerdeki degismeler

Daha o6nceden biliyoruz ki her ]SJ icin maksimizasyon probleminde (Z j—¢ j) > 0 minimizasyon
probleminde ise (Z ;—cC j) < 0 oldugunda optimum ¢éziime varilmistir. Ac ) ile C jye ilave edilecek miktari
gosterelim. Bu degiskenler son temelde olmadiklari igin maksimizasyonda Z i (C i + Ac j) > 0 minimizasyonda

ise Zj — (Cj + ACJ-) < 0 almaliyiz. Bundan dolay1 Zj —C; > ch veya Zj —C; < ch olup ch igin bir alt

N
veya Ust smur yoktur. Temel olmayan Xx, = (x /) jeJ x i = 0 iken C i deki uygun bir degisim amag

N
fonksiyonunun degerini degistirmez. x, = (xj) j&J i¢in maksimizasyonda Ac 3 <Z i TC minimizasyonda ise

N
ch >7Z Y olur. xp =(xp) pe I temel degiskenlerin amag fonksiyonundaki Katsayilari i¢in ise sunlar

sOyleyebiliriz. Son temeldeki bir degigken i¢in AC]- temelde olmayan biitiin ] > ler igin Z j leri etkiler. Temelde

olmayan degiskenler i¢in
-> >
Maksimizasyonda Z;-c;=Cpy;j-c; 20 ,jaJ
> >

Minimizasyonda Z;-c;=Cpy;-c; <0 ,jaJ
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olmakta olup X, temel degiskeni igin amag¢ fonksiyonundaki degisimi Ack alalm. X, temel degiskeninin

bulundugu satirdaki yy; Jj=12,...... ,n elemanlar1 i¢in maksimizasyonda
> >
CBijryijck—cj >0  veya yijck >~(Z;-c;)
olup
—(Z,;-c;) —(Z;-c;)
Yy >0 igin Acy > —L 12 ve <0 igin Acy < —2L—12
Tk Tk
~(Z;-¢)) =(Zj-¢))
Max—L—L" < Ac; < Min — I
Vij >0 ykj Yij <0 yk]

olarak bulunur. Minimizasyonda probleminde ise

—(Z;-c;)
Max—"—"=<Ac, < Min
Vi <0 y ki Vij >0 v I
olarak bulunacaktir.

Bu degisimler problemin optimalligi (veya dualinin miimkiinliigii) ile ilgilidir. Ancak degisimler temeldeki
degiskenlerin veya temel olmayan degiskenlerin katsayilarinda olabilir.

—(Z;-¢))

2.2. Sag taraf katsayilar1 b[- ’lerdeki degisim

bi deki bir degisim temelin uygunlugunu saglayacak biiyiikliikte olmalhidir. Optimum i¢in

- - -
Xp = B . PO > 0 olarak alalim. Abl ile PO mn [’inci satirindaki b[ elemanindaki degisim miktarini gosterelim.

Boylece yeni sag taraf

*
BB =(x,+a,,Ab) (1)

seklinde olup
a,; >0 icin A > veya d,; <0 ic¢in Ab; <
pil apil
Buradan hem maksimizasyon hem de minimizasyon problemi i¢in gegerli olan
— X — X
Max—F- < Ab, < Min—*
>0 g Gpir<0 dpig

formiilii bulunur.
Boylece kaynak kullanim miktarlarindaki degisimlerin etkisini inceleyebiliriz.

2.3. Teknolojik katsayilar d i *deki degisimler

ay, Pk kolonunun /'inci satinda degistirilecek eleman olsun. Varsayalm ki Pk optimum temeldeki bir

- —
vektordiir. Optimum ¢dziim ise X, = B - Fy=B b dir. Verilen yeni matris B = B+ A a; 0, olup burada
0 ks (l ,k) "inct elemanmin 1'e esit olmasi harig¢ diger elemanlar: sifir olan matristir. Uygunlugu muhafaza etmek

icin (l_? nin tekil olmayan bir matris oldugu varsayilmaktadir) su sekilde almaliy1z.

ve optimalligi muhafaza etmek i¢in
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- _
Zj—c;=CyB'P,—c; <0 , (V j lerigin) (3

N —
aliriz. Burada C , temel degiskenlerin maliyet katsayilari climlesini gdstermektedir. B=B+Aa Ik 0 Jk olduguna

gore biz B -1 yi su sekilde yazabiliriz.

-1 -1 -1 p-1

Boylece (2) ‘yi yeniden su sekilde yazabiliriz

-1 -1 -1 p-1 -1 -1

Simdi Aa 1, nin hangi sartlari igin (] +B _IA ay 0 Ik )_1 inversinin mevcut oldugunu ve (4) denklemini negatif
yapmadiginit belirleyelim.

B _IA an 0 Ji terimi su sekilde yazilabilir.
0.. 0.. 07 [0. bAa, O
0--. A alk 0 _ O'-' bklA alk O

0.. 0.. 0| |0. b,Aa, O

burada bi[ B -l ’in [ ’inci siitununa kars1 gelen elemanlardir. Buradan
l... byAa.... 0

i 0.. l+byAay.... 0
(I+B'Aay0,)= K 5)

olup inversi ise

(I+B'Aa,0,)" =|  1+byAay, (6)

(6) ‘y1(4) de yerine koyarsal;
B'b=(I+B"'Aa,0,)"' X,
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B'b=| ———x, )

_ bl ay ¥
(7) ‘nin var olabilmesi ve negatif olmamast i¢in
1+ b,Aa, >0 (8)
_ byA ay, ¥

m

>0 (9

i

olmalidir. (9) ‘u ¢ozerek Aalk vi, I #k icin soyle buluruz.

x4

Aa, <———  b;x,—b,x; >0 icin
Ik = s Oy X = DX ¢
by X —byx;
X

—1 - <Aa b.x, —b,x; <0 icin

= ik > BiuXk — Ok ¢
by Xj = byx;

X . X
Max : <Aay <Min :
i#k (b x; —byux;) <0 i#k (by x; —byx;) >0

Tabanda olmayan Pi vektorleri i¢in optimalite sartlar1 (3) ayni anda saglanmalidir.

B7'= (I+B “Aa O )_1 B! oldugu i¢in yukardaki analiz su sekilde sonuglanir.

R
Cy(I+B'Aay0,)"'B'P,—c; <0 (1)

%
veya CB(]-i-B_lA ay 0y )_1 Xj —c; < 0 (12) olmaktadir.

Burada X i = B‘IP]. dir. (12) esitsizligini (6) ‘dan yararlanarak soyle yazabiliriz.

B byA ay ¥

olarak bulunup sol tarafa C; X ki terimini ekleyip ¢ikararak
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b,A a b Aa

12 Ay mi D Ak
(X ——— X ) et X 0, (X, X ) Xy — Xy —¢; <0
olur. Terimleri diizenleyerek

b,Aa 1 b Aa

iaad mi 2 Ak

20 T O T T v O Ty e ay o T ¢ S0 0
icB T O A ay T O A ay T O A ay

elde ederiz. CXxy; ‘yi (1+byAa,)/(1+byAay,) ile carpip (13)’iin terimlerini toplar ve ZC[xij yerine

ieB
z; koyarak
b,Aa
(Zj_cj)_z 2 ik Xy <0
icp 1+byAay
ve (8) nolu denklemden
i
i
(z; —c;)) SAay[ Y bycixy —(z;—¢;)by]
i
o o (z;—¢;)
Eger koseli parantez igindeki terim pozitif ise <Aa Ik
Zbilcixkj - (Zj —C; )by
i
o N . (z;—¢))
ve koseli parantez igindeki terim negatifise A @ Ik <
sz’lci Xk _(Zj _cj)bkl
i
olacak veya temelde olmayan ] ’ler i¢in
(z,-¢,) (z;,-¢,)
Max . <Aay <Min . (14)
i i

N
Eger tekabiil eden paydalar mevcut degilse A @ g smrsizdir. Toplam terimi CzB - satir vektoriiniin / 'inci
elemanidir. Tabandaki bir Pk vektdriiniin / 'inci bilesenine Ad i« kadar degisim uygulamak igin Aa 1k (8) ,(10) ve
(14) 'o saglamalidir. Degisken degerlerindeki tekabiil eden degisiklikler (7) tarafindan verilmektedir. Amag
fonksiyonu degerlerindeki toplam degisim (7) 'deki ¢6ziim degerinden eski ¢oziimiin X o degerini gikararak elde
edilir yani

Mxk)cﬁr...ﬁ

Cr Xk (x, — bl ay,

(x, — FOX e — O Xy = CpX,y = Z

m”m

asagidaki terimleri ekleyerek
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by ay oy — by ay

ve terimleri diizenleyerek su sonucu elde ederiz

2=-Y by, _Aayx

CrXg

i

N
Tabanda olmayan bir Pj vektoriiniin a; gibi bir elemanina bir degisim i¢in @ Ij C B B 71Pj

olmalidir. Verilen bir Aalj igin

R
Cy(X;+Aa;B)—c; <0 (15)

/ -1,. S
yazabiliriz. Burada B", B~ ’in [ ’inci siitunudur.

Béylece (15) (Zj —Cj) +A alijﬂci <0 olur.
i

Buradan P] temelde olmadig: takdirde Aa j ’nin alt ve st sinirlarini sdyle yazabiliriz.

—(z;-c¢;) <ha < —(z;—¢;)
Zbﬂci <0 ! Zbﬂci >0
i i
—(zj=¢c) .
W eger Zbilci>0 ise
Aalj < i o :
+ 00 eger Zbl-lcl-SO ise
i
—(z;—c;
(Z]T]) eger zbﬂci<0 ise
i1Ci i
Aalj > i

— 0 eger zbilci >0 ise
i

Simdi asagidaki 6rnegi gz Oniine alalim.

Z = Max f(x) =150x; +120x, +160x; +160x, +100x5
102, +10x, + 20X, +30x, +20x5 < 50000
10X, + 20x, +10X; +10x, +20x5 < 80000
30X, + 20X, +20x; +10x, +10x5 < 140000

X 20 i=1,.5
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Problemin simpleks yontem ile ¢6ziilmesi sonucu optimal simpleks tablo

¢ 150 120 160 160 100 0 0 0O
~ - P X X, X3 X X X X, X
Cp |X; S 1 X X3 Xy X5 Xeo X7 Xy
150 |x 4000 1 0 2 5 3 020 01
120 |x, 1000 0 1 4 8 5 03 0 -0.1
0 X, 20000 o0 0 -50 -100 -50 -4 1 1

Zj 720000 150 120 180 210 150 6 0 3

V4 T 0 0 20 50 50 6 0 3

Amag fonksiyonu katsayilarinin duyarlilik analizi

—(Z~—C-) —(Z;-¢c))
formulii ile
-50 =50 —6
Max(—) <Ac¢ £ Mm( , , )
—27 =57 —=37-02
120 < ¢, <160
—20 -50 =50 —6 =3
Max( , ,—) < Ac, < Min(—)
8 5 03 -0.1
115Sc2S150
-50 —50 —6
Max(—) <Ac; < Mm( ,—)
—50" =100 —50 —4
—3<¢, <04
Burada
10 10 0 -02 0 01| _ [30000 1 L, | 4000
B=[10 20 1| B'=| 03 0 —01| P,=|80000 5 =B""Py=| 1000
30 20 0 -4 1 1 140000 20000

olduguna gére sag taraf veya kaynak vektoriiniin duyarlilik analizi

Max—"PL < Ab, < Min —
pll>0 apl ptl<0 apl
formulii ile

Max(=1090 1000)<Ab1 < Min(= 4000’—2_0200)

46666.667 < b < 55000
20000 < Ab, < o0
60000 < by < o0
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—4000 —20000 —1000

Max < Ab, < Min
( 0.1 1 )< Aby (—0.1)

120000 < b; < 150000

olarak bulunur.

Burada a i ’ler i¢in (10) formulii ile yani

Max % <Aay <Min &l
i#k (by xp —byx;) <0 izk (by x; —byx;)>0

formulii ile

Ak <Aa, < Y2
(b3) X; —byyx3) <0 (byy x; —byyx,) >0
20000 1000
<Aa <
(—4)(4000) — (=0.2)(20000) (—0.3)(4000) — (—0.2)(1000)

—1.6667 < A, <0.71428

ap

) X3

<Aa, <
by, x1 —byyx, b3y x; —byyx;
1000 <A a4, < 20000
(0)(4000) — (0)(1000) (1(4000) — (0)(20000)
Aa, <5
M Ag<—— B
by3 x; = by3x; 3 bs3 X, — by3x;
1000 <A < 20000
(—0.1)(4000) — (0.1)(1000) 317 (1)(4000) — (0.1)(20000)

X X3

Maxy ,

i#2 by Xy —byx; by X — by x;

Max{ 4000 ’ 20000 } <A a,
=2 (—0.2)(1000) — (0.3)(4000) " (—4)(1000) — (0.3)(20000)

j<Aay

X X3

byy Xy — by X b3y xy —byyx;
4000 < Aazz < 20000
(0)(1000) — (0)(4000) (1)(1000) — (0)(20000)

Aay <20

Yilmaz YUCEL
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, X, X3
A ay, < Min{

b3 x; —by3xy ’ bz X, —by3x;s

4000 20000
(0.1)(1000) — (=0.1)(4000)  (1)(1000) — (—0.1)(20000)
A ay, < 6.6667

A ay, < Min{

(14) formulii ile a; ’ler igin

(z,-¢)) | (z,-¢))

Max i <Aay <Min L

i [xy D byc; —(z;,—¢;)by1> 0 J [xg D bye —(z;—¢;)by1<0
=1 i¢in Y byc; = (150)(—0.2) = 6

(z3—c3) (z4—¢4) (z5—¢5) . (25 —c5)
Max , s <Aa;, <Min
{[xl3zbilci —(z3—-¢3)by] [xl4zbilci —(z4—¢4)by] [xlszbilci —(z5—¢s )bll]} ! {[xl8zbilci —(z5—cg)hy] }

Masx{ 20 20 20 V<Aa, <Minf——— 1

(=2)(6)—(20)(-02) " (=5)(6) ~(50)(~02) " (=3)(6) ~ (50)(~0.2) (0.0(6)=(3)(-02)

-25<Aa, <25

bkl = blz = 0 oldugundan A021 icin alt ve {ist sinir hesaplanamaz.

(zg —¢c5)
[x5 Zbilci —(z3—¢3)by]

(z3—¢3) (z4—c4) (z5 —¢5) !

[XIBZbilci —(z3—¢3)by] ’ [xl4zbilci —(z4 —cy)by] ’ [XISZbiICi —(z5 —¢5)by]

20 50 50

(4)(6) = (20)(=0.3) " (8)(6) ~ (50)(-0.3) " (5)(6) ~(50)(0.3) }

Max{ }<Aa;,, <Min{

Max }<Aay, < Min{

3
(—0.1)(6)—(3)(0.3)
—-2<Aap, < %

[ =3 icin ) _byc; = (150)(0.1) +(120)(-0.1) = 3

(z3—¢) (z4—¢c4) (z5—¢s) . (z3—¢c3)
M , ) <Aay, <M
“ {[XBZbilCi —(z3—¢3)b;5] [xl4zbilci —(z4—chs] [xlszbilci —(zs _Cs)bw]} “ " {[x18zbilci —(zg —¢c3)his] }

20 50 50

Max{ , : V<Aay <Minf—0—}
(=2)(3)=(20)(0.1) (=5)(3)=(50)(0.1) (=3)(3)—(50)(0.1) (0.(3)—(3)(0.1)
—25<Aay,
Max{ (z—¢) (z4—¢y) (z5—¢5) V<Aay, <Min | (z—¢) )

[x23zbilci —(z3-6)by] ’ [x24zbilci —(24—¢4)bys] ’ [xzszbilci —(25—¢5)by3] [x SZbilCi —(Z5—3)by3)

Max{ 20 , 20 , 20 }<Aay, <Min {;}
(4)(3)—=(20)(=0.1) (®)3)—=(50)(=0.1) (5)(3)—(50)(-0.1) (0.D3)-(3)(0.1)
% <Aay
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Sonuc¢

Bu ¢alismada, karmagikligindan dolay1 uygulayicilar tarafindan ¢ok az kullanilmig olan bir teknik olarak teknolojik
katsayilarin duyarlilik analizi ele alinmistir. Bu gergevede amag fonksiyonu ve sag taraf katsayilarinin da duyarlilik
analizine deginilmistir.
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